
8 NOTE INTRODUCTIVE

physique des particules, etc.). Elle sert essentiellement à classifier, c’est-à-dire
à lier symétries et propriétés physiques. Le chapitre trois porte sur les algèbres
de Lie dont l’importance est considérable en physique.
Les autres chapitres concernent des domaines moins connus des physiciens,
mais dont l’importance est grandissante 11. On a alors délibérément choisi de
placer le discours dans le registre de la semi-vulgarisation, quitte à écorner
sérieusement ça et là la rigueur. La topologie, domaine actif des mathématiques,
fait l’objet du chapitre 4. La géométrie n’en est qu’une composante. On ne se
limite plus à la simple étude des variétés (courbes, surfaces, etc), mais on
s’intéresse à des espaces beaucoup plus généraux. Ainsi des notions telles que
longueur et angle n’y sont plus préalablement définies (à ce sujet on rabaisse
parfois la topologie à la simple géométrie dite de la feuille de caoutchouc, mais
cette branche des mathématiques va bien au-delà !). L’homologie et la coho-
mologie (chapitre cinq) permettent d’identifier les espaces topologiques en leur
associant des groupes d’invariance, plus aisés à manipuler et à comparer. Les
espaces fibrés (chapitre six) débouchent tout naturellement sur le concept de
théorie de jauge (équations de Yang-Mills).
Enfin le huitième et dernier chapitre constitue un exposé rapide sur une géné-
ralisation des nombres réels et complexes que sont les quaternions et les oc-
tonions. Mais comme le plus souvent en mathématiques, cette généralisation
entrâıne automatiquement une perte de certaines propriétés. Les quaternions
ne sont pas commutatifs (vis à vis de la multiplication interne) et les octo-
nions ne sont ni commutatifs, ni associatifs. Beaucoup plus intéressants que
leurs homologues unidimensionnels (réels) et bidimensionnels (complexes), ces
nombres, respectivement quadri et octo-dimensionnels, ont désormais trouvé
leur place dans l’arsenal de la physique.

11. En général l’intuition du physicien est alors mise à rude épreuve. Mais qu’est ce que
l’intuition, sinon une habitude prise à force d’être confronté de façon répétitive à tel ou tel
phénomène. La troisième loi de Newton est assurément intuitive : un objet est soumis à une
force et l’objet se déplace dans le sens de la force (on l’éprouve tous les jours). Mais que
dire d’un volant mis en rotation et dont l’axe se dirige dans le sens perpendiculaire à la
force appliquée ! Un tel phénomène parâıt contre-intuitif. En réalité si l’on raisonne avec les
moments des forces et non avec les forces elles-mêmes, l’intuition revient (le lecteur pourra
encore faire l’analogie avec un vecteur polaire et un vecteur axial qui se regardent tous deux
dans un miroir. Pour le premier le sens bas-haut (des pieds à la tête pour nous) est conservé
(intuitif), alors qu’il est inversé pour le second (contre-intuitif, sauf si l’on représente un
vecteur axial, non point sous la forme d’un segment fléché, mais par une boucle orientée et
placée dans un plan normal au miroir) ! En mathématiques l’intuition vient en utilisant de
façon répétitive (par l’exercice) telle définition. Nous apprenons celle-ci et nous savons de
mieux en mieux l’appliquer au fil du temps.
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1.2.1 Géométrie axiomatique plane . . . . . . . . . . . . . . . 57

1.2.2 Espaces affines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

1.2.3 Plan projectif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
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2.3.1 Espace préhilbertien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155
2.3.2 Les espaces de Hilbert en mécanique quantique . . . . . 157
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6.5 Dérivée covariante et connexion . . . . . . . . . . . . . . . . . . 382

6.6 Variétés riemanniennes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 387

6.6.1 Connexion riemannienne, connexion de Levi-Civita . . . 389
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2.3.1 Espace préhilbertien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155
2.3.2 Les espaces de Hilbert en mécanique quantique . . . . . 157
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3.1 Définitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213
3.2 Relation avec les groupes de Lie . . . . . . . . . . . . . . . . . . 217
3.3 Représentations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 223
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3.5 Classification des algèbres simples . . . . . . . . . . . . . . . . 228
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Chapitre 1

Notions fondamentales

1.1 Structures algébriques

1.1.1 Ensembles et applications

Les lettres capitales E,F, . . . désignent dans ce paragraphe des ensembles.
Soit une application :

f : E → F
x �→ f(x)

L’ensemble E est appelé ensemble source ou domaine et l’ensemble F est
appelé ensemble but ou codomaine. L’élément f(x) est l’image de x par f .
Chaque élément de E possède exactement une image 1.
Pour y ∈ F , les éléments x de E tels que f(x) = y sont les antécédents de y
par f .

Soit P une partie de E, f(P ) = {y ∈ F : ∃ p ∈ P tq f(p) = y} 2 est l’image
de P par f , c’est une partie de F . La partie f(E) est aussi appelée image de
f .
Soit Q une partie de F , l’ensemble des antécédents de Q est défini par
f−1(Q) = {x ∈ E : f(x) ∈ Q}. On l’appelle l’image réciproque ou préimage
par f de Q, c’est une partie de E.
Une application f : E → F est dite (fig.1.1) :

i. injective 3 lorsque tout y ∈ F admet au plus un antécédent par f .

1. Par définition d’une application, de chaque élément de E il ne part qu’une flèche et
une seule.

2. Le symbole ∃ désigne le quantificateur existentiel : il existe ....
3. Lorsqu’on parle d’ensemble on ne fait référence à aucune structure particulière, mais

bien souvent le nom ou le mot utilisé pour le désigner renvoie à une structure. Par exemple
si on parle du � plan � on fait référence, sans le dire, à des notions structurelles, ici aux
notions d’alignement ou de distance ; de même si on parle de R, on fait référence entre autres à
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